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Resume: Soient (A ,Ai) un couple d'interpolation, et Bj Fadherence 
de Aq n A\ dans A*j, j — 0, 1. Pour tout 9 G ]0, 1[, il existe une contraction 
injective naturelle R 8 : A 6 — > (Bq,BI) 9 . On suppose que, pour un (3 g]0, 1[, 
Fadherence de BP(A P ) dans (B*, B{Y est faiblement LUR. Mors A 6 = A e 
pour tout 6 G ]0, 1[. 

Abstract: Let (A ,Ai) be an interpolation couple, and let Bj be the 
closure of Aq D A\ in A*, j = 0, 1. For every 9 G ]0, 1[, there exists a natural 
one to one contraction R e : A e — )■ (5q, i?^) 61 . For some /3 G ]0, 1[, the closure 
of R?(A p ) in (B*,B{f is supposed to be weakly LUR. Then A 6 = A e for 
every 9 g]0, 1[. 
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Avertissement: Une premiere version de ce travail a ete publiee dans Col- 
loq. Math. Vol. 113, No. 2, 197-204, (2011). Le lemme 1 de cette version est 
malheureusement faux, ce qui oblige a corriger Fensemble. L'auteur remer- 
cie Sten Kaijser de lui avoir signale l'erreur dans la preuve. Un rectificatif 
indiquant les corrections a ete envoye a Colloq. Math.. II nous a cependant 
semble utile de presenter une version revisee complete. 
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1 Introduction et notations 



On note X* le dual d'un espace de Banach X. 

Soit A = (Aq,Ai) un couple d'interpolation complexe, au sens dc [BLJ. 
Soit S = {z G C; < Rez) < 1}. 

Rappelons d'abord la definition de l'espace d'interpolation Ag, oil 9 G 
]0, 1[ |BL| chapitre 4]. On note J- (A) l'espace des fonctions F a valeurs dans 
A + A 1 , continues bornees sur S, holomorphes a l'interieur de S, telles que, 
pour j G {0, 1}, F(j + it) prend ses valeurs dans A,- et \\F(j + ir))]^ — > 0, 
quand |r| — > +oo. On munit J~(A) de la norme 



max(sup ||F(ir)|U 0) SU P \\ F ( l + ir )\W, 



L'espace Ag = (Aq,Ai)$ = {F(9); F G ^"(^4)} est un Banach \BL\ theorem 
4.1.2] pour la norme definie par 



a Us 



inf{||F||^; F(9) = a] 



Rappelons maintenant la definition de l'espace d'interpolation A [BL, 
chapitre 4]. On note G(A) l'espace des fonctions g a valeurs dans A + 
A 1 , continues sur S, holomorphes a l'interieur de S, telles que z — > (1 + 
l- 2 l)~ 1 ||5 , (- 2 )IUo+Ai est bornee sur S, g(j + it) — g(j + it') E Aj pour tous 



j G {0, 1}, et la quantite suivante est finie: 



\9\\Qg(A) 



max 



sup 

t,t'£R 



g(iT) - g(iT 



T — V 



, sup 

r.r'el 



g{l + it) - g{l + ir') 



T — T 



Cette quantite definit une norme sur l'espace QQ(A), quotient de Q(A) par 
les applications constantes a valeurs dans A PI A\, et QQ(A) est complet 
pour cette norme |BLl lemma 4.1.3]. 

On rappelle [BL1 p. 89] que, pour g G G(A), 



\W{z)\\ Ao+Al < l^llgg^), Z G S. 

C'est une consequence immediate de l'inegalite 



(1) 
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g(z + it) -g(z) 
t 

qui decoule de la definition de H^llgg^) et du theoreme des trois droites [BL, 
lemma 1.1.2] applique aux fonctions z — > ((g(z + it) — g(z))/t,a*), t reel fixe, 
oil a* parcourt la boule unite de Aq fl A*. 

L'espace A e = { g'(9); g G Q(A) } est un Banach pBLj theorem 4.1.4] 
pour la norme definie par 

\\a\\ A o = inf [HffllooCa) ' d' = a J ■ 

D'apres ([I]) || a|| a +Ai < ||°IU e - La contraction A — > Aq + A\ est injective 
par definition de A 6 '. 

D'apres [B], Aq s'identifie isometriquement a un sous espace de A e . 

D'apres |BL[ theorem 4.2.2], A fl A 1 est toujours dense dans A g , < 
9 < 1. Si A n Ai est dense dans A et A 1} on a (A H Ai)* = + A\, 
A* Q n A* = (A + Ai)* [BI4 theorem 2.7.1], on peut appliquer le theoreme 
d'iteration [BLj theorem 4.6.1] et (A*)* = (A* ,Al) 9 , 9 G]0,1[ [BLl theorem 
4.5.1]. On fait cette hypothese dans la suite. 

Definition 1 ]DGZ$ Un espace de Banach X est localement uniformement 
convexe, ce qu'on note LUR (resp. faiblement LUR) si, pour tout x G X et 
pour toute suite (x n )n>o dans X satisfaisant 

||x n || 2 /2 + ||x|| 2 /2 - ||(x n + x)/2\\ 2 0, 

alors x n — 7-n-s.oo x en norme (resp. faiblement). 



An + Ai 



— \\9\\Qg(A)-> z ^ S, t G 



2 Resultats 

Notons Bj l'adherence de A^ fl A\ dans A*, j = 0, 1. II est clair que 
Bq (1 B\ = Aq (1 A\, isometriquement. D'apres [BL| Theorem 4.2.2 b)] on a 
isometriquement, pour 9 G ]0, 1[, 

(B ,B 1 )e = (A* ,A* 1 ) e . (2) 

Comme B fl B\ est dense dans Bj, le dual de Be = (B , Bi)g est (Bq, B^) e 
[BLl theorem 4.5.1] et, d' apres |BL| theorem 2.7.1], 
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B* + B{ = (B n Bx)* = (A* n A{)* = (Ao + AD**. 

En particulier, A + A\ s'identifie isometriquement a un sous espace ferme 
de B* + B{. 

Soit ij : Bj — > A* I'application identite; la restriction de son adjoint i* : 
Aj — > Bj, j = 0, 1, est contractante. 

Lemme 2 Soit R : QQ(A ,AD — > QQ(Bq, B*) I'application qui est definie 
par g(j +?•)—>■ i*j(g(j + i ■)), j = 0, 1. U application R est une contraction 
et induit une contraction injective 

R e :A e (fio,fii) e , €]0, It- 
Demonstration: II est clair que R est une contraction (non injective en 
general). On identifie A et (Bq,B*) 9 a des quotients de QQ(A ,AD et 
QQ(Bq, B*) respectivement. Notant que (R{g))'{6) = R 9 (g'(9)), R induit 
une contraction R e sur ces quotients. Notons que, pour a G A e , pour 
b G B n Bx = A* n A\ = (A + AD* (espace dense dans B g ), 

(R e {a),b) = (a,b). 

Si R e (a) = 0, alors (a, 6) = pour tout b e B f)B l = (A + AD*, d'ou a = 
dans A + Ai, et dans A 61 . ■ 

Theoreme 3 Soient (A ,AD un couple d 'interpolation complexe et Bj I'ad- 
herence de A* n A\ dans A*, j = 0, 1, G ]0, 1[, de/i me comme ci-dessus. 
Soit Z 13 V adherence de R^A 13 ) dans {B^BD 13 . Supposons que Z 13 est un 
espace faiblement-LUR. Alors A e = Aq, pour tout 9 G ]0, 1[. 

La demonstration necessite les lemmes suivants. 

Lemme 4 Pour tout 6 g]0, 1[ ; R e est une isometrie: A e — > (Bq,B*) 9 . 

Demonstration: Comme Aq s'identifie a un sous-espace de A e [B], R 9 est 
contractante: A e = (A , ADe — > (Bq, B*) e par le lemme [2] Comme A Q n A\ 
est dense dans Ag, il suffit de montrer que ||a||^ e < ||i? e (a)||( B * ]S .)s lorsque 

aeA n4 

Soit e > 0; comme (A e )* = (A* O ,A*D , il existe g G g(A* Q ,A*D tel que 
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IMk < \(a,g'(9))\ + e, \\g\\ Q g(A*,At) < 1- (3) 

Soient 



F n (z) = in[g(z + i/n) - g(z)\, zeS 

et F nt s(z) = e 6 * 2 F n (z), pour 5 > 0. Comme est bornee sur le bord de S, 
\F n< s\ tend vers a l'infini sur le bord, d'oii F n> s G F(Aq, A\). Par definition 

\\F n M\\{Ai,At) e < \\F n , s \\ HA *, Al) < e 5 sup \F n (z)\ < e 5 \\g\\ Qg(A * !Al) < e 5 . 
D'ou, pour tout n, par (El), 

II^WII(Bo,B l)e = \\e- Sd2 F n , S mkA* ,At) e =^\\e- sfi F ni5 (0)\\w^). < l - 

Comme g est holomorphe a valeurs dans Aq + A* = (A nAi)*, (a, F n {9)) — > 
(a,g'(9)). II existe n assez grand tel que, d'apres (j3J), 

-2e + ||a|U 9 < |(a,F no (#))| 
< \\R d (a)\\ (B *, B * )e \\F no (9)\\(B ,B l)s < \\R 6 (a)\\ {B *, Bl) e, 

d'ou l'inegalite cherchee lorsque e — > 0. ■ 

Lemme 5 Soient g G (?(^4), # G]0, 1[. L 'application: r — > R 9 (g'(9 + iT)) 
est bornee de R dans (Bq,E>1) 9 . Pour tout c G (B^Bl) , V 'application: r — > 
\\c + R e (g'(9 + iT))\\, t , est s.c.i. surR. 

Demonstration: Par definition de A e , g'(6) G A e ; par le lemme [2] 

\\R\A9))\\ {BS>Bt) e<\\g'(9)\\ A9 < 

\\y\\Qg(A)- 

La fonction g ir definie par gi T (z) = g(z+it), z G S, r G R, verifie IIPiT-Hqgrs) = 

II#IIqc?(3)> donc || i ^(5ir( ))||(B S ^j)fl ^ II^IIq0(3)- 

D'apres d2J), et comme -B H B\ = A$ D A J est dense dans Be, on a 
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\\c + R e (g'(e + ir))\\ iBS>BV e 

= sup {\(b,c + R 6 (g' \9 + ir)))\ - \\b\\ (Bo , Bl)e < 1} 

= sup {\(a*,c + g' (6 + ir)}\ ; a* G A*n A\, ||a*|| {ASiA * )fl < 1} . 

Comme g est holomorphe a valeurs dans A + pour tout a* & A* Q r\ A\ = 
(A + Ax)*, les applications r — > |(a*, c + + ir)}| sont continues sur R. 
Leur supremum est done s.c.i.. ■ 

Lemme 6 Soient C = (Co, Ci) un couple d 1 interpolation, (3 g]0, 1[, Z 13 
un sous-espace ferme faiblement-LUR de C 13 , g G Q(C). On suppose que 
V application (pp : r G R — > g'(/3 + ir) est bornee a valeurs dans Z 13 et que 
V 'application ||c + 4>p\\c0 es t s.c.i., pour tout c G Z 13 fixe. Alors 4>p est p.s. 
egale a une fonction fortement mesurable: R — >■ Z^ C C 13 . 

Preuve: Comme s — > \\<f>p(r) + </>p(s)\\zP est s.c.i. sur R, si r n — > r, 

< lim n _ ++DO £? n 
= ImT{2||^(r)|||^2||^(T n )|||,-||^(T) + ^(rO|||,} 

< 2||^(T)|||, + 2^||^(r n )|||,-lim||0^(r)+^(r n )|||, 

< 2||^(r)|||, + 2Hm||^(r n )|||,-4||^(r)|||, 
= 21im||^(T n )|||,-2||^(r)|||,. 

Comme || <^>/3 1| ^-/s est mesurable bornee, pour tout iV et e > 0, il existe, d'apres 
le theoreme de Lusin, un compact C [— N, N], de mesure > 2N — e, 

sur lequel H^Hz/s est continue. Soit (r n ) n >o une suite dans K^, e convergeant 
vers t. D'apres ce qui precede \im n ^ +00 E n = 0. Comme E n > 0, E n — >- n ->oo 
0. Par definition de la propriete faiblement-LUR de Z" , cela entraine que 
( Pp{ T n) ~~ >* (ftp ( r ) faiblement dans Z" , cad <fip est faiblement continue sur 
K Ne . Soit Y le sous espace ferme de Z 13 engendre par <j>p(KN,s)- Alors Y est 
separable: sinon, etant donnee une suite (s n )n>i dense dans K N>£ , il existe, 
d'apres le theoreme de Hahn-Banach, z G Y* , non nul, tel que (<f>p(s n ), z) = 
pour tout n; par continuite s —> (<f>p(s), z) est nulle sur Kjsr >£ , d'ou z = et la 
contradiction. Par le theoreme de Pettis |DU] theorem II 2], <fip est fortement 
mesurable: K^ £ -^-YdZ^ 3 . Cela montre le resultat annonce. ■ 
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Lemme 7 Soient g G Q{A), (fieif) = g'{6 + it), tel. 

i) 0# esi a valeurs dans un sous espace ferme separable Z de Aq, elle 
est fortement mesurable: IR — > Aq. 

ii) Si (fie est a valeurs dans un sous espace ferme separable Z de A 9 , elle 
est fortement mesurable: IR — > A e . 

Dans la suite on utilise seulement i), dans la preuve du lemme [8] d). On 
donne deux preuves de i) (noter que ii) implique i)). 

Preuve: i) D'apres le lemme SJ Z est un sous espace ferme de (Bq,BI) 9 et, 
d'apres le lemme l'application t — > \\4>g(t) — c\\z est s.c.i. pour tout c G Z. 
L 'image reciproque par (fie de toute boule ouverte de Z est done un borelien. 
Comme Z est separable, tout ouvert de Z est reunion denombrable de boules, 
done (fig est bien mesurable a valeurs dans Z. ■ 

ii) Soient J l'injection canonique: Z — > A + A\, et Y l'adherence de 
J(Z) dans Aq + A\. Comme Z et Y sont des espaces polonais, comme J 
est continue, J~ l est borelienne: J{Z) — > Z, voir par exemple [A]. Comme 
J o (fi e : IR — )■ Aq + A\ est continue et a valeurs dans J(Z), comme (fie = 
J^ 1 o ( J o e ), alors (fie est borelienne: IR — > Z. ■ 

Lemme 8 Soient g G G(A), G]0,1[ et <p p (-) = g'(/3 + i-). 

a) On suppose que R 13 o (fip est p.s. egale a une fonction fortement 
mesurable: IR — > (B^B^) 13 . Alors 4>p est p.s. a valeurs dans Ap. 

On suppose desormais que (fip est p.s. egale a une fonction fortement 
mesurable: IR — > Ap. Alors 

b) pourB^ /3, g'{9) G Aq. 

c) pour tout ^ (3, (fie est a valeurs dans un sous espace separable de A e . 

d) g'(P)eAp. 

On a note R 13 o cfip la fonction: t -)■ R 13 (g' it ((3)) . 

Preuve: a) etape 1: Comme g est holomorphe a l'interieur de S, pour tous 
t G E, h > 0, 9 G]0, 1[, on a, dans A Q + A lt 




't+h 



(4) 



Posons 



9i = 9~ 9(0) - a 
ou g(l) — g(0) = a + ai (ctj G A,-, j = 0, 1), avec 
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hi 1 ) - 5'(0)|Uo+A 1 = \\<Xo\\Ao + IKIU- 

D'apres l'inegalite des accroissements finis et ([T]) 

lb(l) -g(0)\\ Ao +A 1 < \\g\\ Q g(Ay 

Alors (?i : S — > A + A\ est continue sur S et holomorphe a l'interieur de 5*. 
Comme g G G(A), pour tout r G 1 et j G {0, 1}, on a 

\\gi{j + ir)\\ Aj < \\g(j +ir) - g(j)\\ Aj + \\aj\\ A] < {1 + \r\)\\g\\ Qg(Iy 

L'application z — > G £ (z) = e £z2 gi{z) est done dans J-'iA) pour tout e > 0. 
En particulier, pour tout t G R, G e (6> + it) G Aq, done (?i(6 l + it) G Ag. D'ou 

Si(0 + i{t + /i)) - (&(0 + it) = g(9 + i(t + h)) - g(6 + it) G 

Alors, d'apres (jlj), (/(6 1 + ir) dr est dans A e , pour t et h reels. 

etape Par hypothese R 13 o 0^ est p.s. egale a une fonction forte- 
ment mesurable: R — > Z@, oil Z 13 est l'adherence de A 13 dans (B^B^) 13 . 
Le theoreme de differentiabilite de Lebesgue |DUl chap. II theorem 9 p 48] 
entrainent que, p.s., on a dans Z 13 l'egalite 

i pt+h i rt+h 

iR o(f) (it) = lim - / R^o(j)Jir)dT = limi^f- / gftp+trfdr), (5) 

oil ft. est reel. D'apres la fin de l'etape 1 appliquee en (3 et le lemmeHJ cette 
limite dans Z 13 est en fait une limite dans Ap, cad p.s. g'((3 + i ■) G Ap. 

b) On suppose d'abord 6 > f3. 
etape 1: Soit 

V(z)= 9l (p+(1-P)z), zeS. 

Cette fonction a valeurs dans Aq + A\ est holomorphe a l'interieur de 5* et 
continue sur S, done s'exprime a l'aide de la mesure harmonique sur le bord 
de S. Pour verifier que V, vue comme fonction a valeurs dans Ap + A%, est 
holomorphe a l'interieur de 5* et continue sur S, il suflira done de voir que V 
est continue sur l'axe imaginaire, a valeurs dans Ap. 
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On va montrer que V G Q(Ap,Ax) avec une norme < (1 — /3)||<7||ggray 
L'inegalite correspondante sur la droite Re = 1 est evidente. Pour la verifier 
sur l'axe imaginaire, posons, pour r, r' reels fixes, 

P 9(Z + iQ- - P)r) - g(Z + i(i - py) 
*t,t'{s) = ; > 4 £ b, 

T — T 

d'ou iV(/3) = (V(ir) - V{it'))/(t - r'), et F T)T /(1) = (7(1 + zr) - 7(1 + 
ir'))/(r - r'). Pour tout t G E, on a 

||iV0- + it)m. < (l-/3)||<?|| Qg(3) , j G {0,1}. 

Comme dans l'etape 1 de a), pour tout e > 0, l'application £ — >■ H e>T)T r(£) = 
e 6 ^ F T y(£) verifie 

\\ H e,T,T'\\r{A) < e£ ( l ~ P)\\9\\Qg(A)i 

d'ou 

\\FtAP)\\a,^Q-P)\\9\\qqW 
On a done, pour tous r, r' reels, 

||V(ir) - V(ir')\\ A , <\r- r'|(l - 0)\\9\\qo(X)> 

ce qui prouve la continuity de V sur l'axe imaginaire, a valeurs dans Ap, et 
1' assert ion annoncee. 

etape 2: d'apres la preuve de a), pour h reel, p.s. 



\im{V(i{T + h))-V{iT))/h=(l-p)g , (p + (l-p)iT) dans Ap. 

h— >0 

D'apres |BLl lemma 4.3.3], on a alors 

V'( V ) G (Ap,A 1 ) v ,r ] e]0,l[. 

etape 3: Choisissons rj tel que 9 = (1 — 1])(3 + r\. D'apres le theoreme de 
reiteration |BLl theorem 4.6.1], (Ap,Ai) v = A e , done 

V'( V ) = (1 - P)g'{6) G A e , 
ce qui acheve la preuve lorsque (3 < 9. 
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Si < 9 < (3 le raisonnement est analogue, en remplagant V par W(z) = 
gi(pz) G Q(A ,A P ), telle que \im h ^ (W(l + i(r + h)) -W(l + ir))/h existe 
dans Ap, pour presque tout r, avec h reel. 

c) Soit A' C A le sous espace ferine separable engendre par {gi{it), t G 
R}. Comme (/I est continue sur 5, est separable, ainsi que (A' ,Ai)p et 
son adherence Y dans Ap. Par l'etape 2 de b) appliquee au couple (A' ,Ai), 
g'((3 + it) est p.s. dans (A r , A\)p, done p.s. dans Y, ce qui regie le cas 9 = (3. 

Pour le cas (3 < 9, remplagons la fonction V de l'etape 1 de b) par V t (z) = 
V(z + it), avec t fixe reel. Comme en b), V t G Q{Y,A X ), V{{rf) G {Y,A X ) V , 
f] G]0, 1[ et (Y, Ai) v est separable. Soit rj defini comme dans l'etape 3 de b). 
Comme ci-dessus, V t '(ri) = (1 — f3)g'(9 + i(l — f3)t). Soit Z e l'adherence de 
(Y, A^jj dans (Ap, Ai) v = A e ; Z e est done separable et <pg = g'{9 + i.) est a 
valeurs dans Zq. 

On raisonne de fagon analogue si < 9 < f3 en considerant Wt(z) = 
W(z + it): W t est dans G(A' , Y). 

d) Soit 9 > (3. Par c) et le lemme[7]i), <ftg est fortement mesurable a 
valeurs dans Aq. Alors b) applique en echangeant les roles de f3 et 9 donne 
g\f3) G Ap. I 

Demonstration du theoreme 1: Soient a G A^ et g G G(A) tel que a = g'((3). 
D'apres le lemme El l'application R 13 o <pp ; t G ffi. — >■ R^(g'((3 + ir)) est 
a valeurs dans Z' 3 C (Bq,BI)^ et verifie les hypotheses du lemme [6] pour 
C 3 = (Bq,BI)P. Grace a l'hypothese sur Z@, on peut appliquer le lemme 
El done R 13 o 0^ est p.s. egale a une fonction fortement mesurable a valeurs 
dans (B^Bl) 13 , et <pp est p.s. egale a une fonction fortement mesurable a 
valeurs dans Ap par le lemme |S] a). D'apres le lemme [H]b) g'{9) G A 9 pour 
tout 9 7^ (3. II en resulte que A 9 = A e , pour tout 9 ^ (3. Enfin par le lemme 
|8]d) g'(l3) = aeAp, d'ou A? = Ap. ■ 

Proposition 9 Soient Aq, A\ deux espaces de Banach tels que Aq s'injecte 
continuement dans A\, et (3 g]0, 1[. Si Ap a la propriete de Radon-Nikodym 
analytique (definie par exemple dans IDU^ ) pour un (3 G]0,1[, alors A e = A e 
pour tout 9 G ]0, 1[. 

Pour (3 = 1 ce resultat est |HPt Proposition 3.1]; applique au couple (A Q , Ap), 
il donne la conclusion pour 9 G ]0, (3[. 

Preuve: D'apres le lemme [8] b), d), il sufht de montrer que pour toute g G 
Q{A), <pp est p.s. mesurable a valeurs dans Ap. 
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On a mentionne dans la preuve du lemme[H]b) que la fonction z — > W(z) = 
gi((3z) est dans Q(A ,Ap). A l'interieur de S, W est done holomorphe a 
valeurs dans A + Ap = Ap; par ([[]) elle est bornee. Comme Ap possede 
la propriete de Radon-Nikodym analytique, W admet p.s. des limites non 
tangentielles au bord de S. Soit ip la limite p.s. (dans Ap) de W sur la 
droite Re = 1; ip est done p.s. mesurable a valeurs dans Ap. Comme g' est 
continue (a valeurs dans A + A\ = Ai) sur S, ip coincide p.s. avec la fonction 
t —> (3g'((3 + i(3t), ce qui acheve la preuve. ■ 

Corollaire 10 Si Aq s'injecte continuement dans A\ avec image dense, si 
Ap est un treillis de Banach, et si (Aq, Al) 13 admet une norme equivalente 
LUR pour un (3 g]0, l[, alors (A*, A\) e = (A* o ,Al) pour tout 9 e]0, 1[. 

Preuve: Comme £°° n'admet aucune norme equivalente LUR |DGZt Chap. 
II, theorem 7.10], (Ap)* = (Aq,A\)^ ne contient pas £°° isomorphiquement. 
Alors, d'apres un resultat de Bessaga-Pelczyhski |DU[ Corollary I 6], l'espace 
(Aq, A*)" ne contient pas Cq isomorphiquement; comme e'est un treillis, il 
possede la propriete de Radon-Nikodym analytique pj. Son sous-espace 
isometrique (Aq,A\)p conserve cette propriete. La proposition precedente 
appliquee a A*, Aq acheve la preuve. ■ 

Remerciement : Je remercie chaleureusement F. Lust-Piquard pour ses 
conseils lors de la redaction de ce travail. 
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